Statistik och dataanalys I

F8: Transformationer och multipel linjar regression

Valentin Zulj
Statistiska institutionen
.

I
«2Jeet Stockholm
't University

ERSIQ
A

\
\)
s



Vad har vi gjort hittills?

® Vi har introducerat enkel linjar regression, och beskrivit hur vi kan skatta, tolka, och
anvinda en linjir regressionsmodell

® Vi har tittat pa olika sitt att utvirdera en modell, och kontrollera modellantaganden
(m.h.a. t.ex. R? och residualanalys)

® Vi har dven sagt att linjar regression lampar sig for linjara samband (bild till vanster),
men inte for icke-linjara samband (bild till hoger)
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Vad vi ska goéra nu?

® Antag nu att vi vill analysera ett samband som inte &r linjért nér variablerna méts pa
ursprunglig skala

® Ett sitt angripa detta problem &r att forsoka transformera variabler for att gora
sambandet linjart

® Vi har tidigare pratat om t.ex. log-transformationer tidigare, och vi ska nu bredda
diskussionen om transformationer en aning

® Vi ska dven utvidga diskussion av linjar regression, och komplettera den enkla
regressionsmodellen med en multipel regressionsmodell

® Vi anvidnder multipel linjir regression for att studera samband mellan en responsvariabel,

y, och flera forklarande variabler, zy, ...z,



Transformationer



Transformation till linjaritet

® Vi betraktar det icke-linjara sambandet och forsoker transformera det till linjéritet

® Transformationerna x — log(z) och y — /7 ger oss sambandet som finns i den hégra

bilden
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® Den réita linjen ser ut att passa den transformerade punksvirmen mycket béattre!



ession med transformerade variabler

® Lat oss sdga att
® 1 ar antalet veckor som en patient haft ett likemedel for sankt vilopuls
® y star for samma patients uppmaétta vilopuls (slag/minut)

e | figurerna fran foregdende slide far vi da féljande axlar
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Stockholm

oression med transformerade variabler %< University

e Nar vi anviander de transformerade variablerna blir modellen inte
vilopuls = by + b, - behandlingstid

e Nir vi anvander de transformerade variablerna far vi i stéllet

—

\/vilopuls = by + b; - log(behandlingstid)

® Vi kan hitta virden for koefficienterna b, och b, t.ex. med 1m()-funktionen i R, och fa ut

.

y/vilopuls = 8.394 — 0.314 - log(behandlingstid)



Transformera tillbaka till originalskala

® Vi kan nu hitta skattningen \/vﬂo\puls for ett givet virde pa log(behandlingstid)

® Men: vi ir troligtvis inte s intresserade av just y/vilopuls (vad betyder det ens?), utan
vart mal borde rimligtvis vara att skatta just vilopuls

® Vi ar alltsa intresserade av var ursprungliga variabel
® For att skatta vilopulsen pa ursprunglig skala behéver vi
1. Transformera det varde av x som vi dr intresserade av till log(z)
2. Skatta det transformerade virdet av y-variabeln, dvs ,/y med vir modell

3. Transformera tillbaka skattningen till den ursprungliga skalan



Transformera tillbaka till originalskala I” University

Vi har sedan tidigare att

v/ vilopuls = 8.394 — 0.314 - log(behandlingstid)

® Antag nu att vi vill skatta vilopulsen for en patient som anvént ldkemedlet i fyra veckor

® Vi har alltsa en patient med behandlingstid = 4, eller
log(behandlingstid) = log(4) = 1.386

® Regressionsmodellen ger oss nu skattningen

/ vilopuls = 8.394 — 0.314 - 1.386 = 7.959
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Transformera tillbaka till originalskala University

Vi har sa anvant modellen for att fa fram

—

v/ vilopuls = 7.959

Det som aterstar nu ar att transformera skattningen tillbaka till ursprungsskalan, dvs att
gora “avtransformationen”

—

+/vilopuls — Vimls

For att bli kvitt kvadratroten kan vi kvadrera skattningen, och fa

——

2
vilopuls = («/vilopuls) =7.959% = 63.35

Vi far sa dra slutsatsen att vilopulsen for en person som behandlats under fyra veckor
skattas till ungefir 63 slag per minut
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Transformera tillbaka till originalskala

Stockholm

University

® Tabellen nedan visar hur vi transformera tillbaka till originalskala efter nagra vanliga

transformationer

Transformation

y—y?
y—y
Y=y

y — log(y)

Avtransformation
¥ =1y

y=y )
i=(v9)

g = 610g<y>
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Jamforelse med modell utan transformation

® Om vi skattar vilopulsen fér manga olika behandlingstider kan vi dra en linje mellan vara
skattningar

® Linjerna som tagits fram med hjélp av transformation fangar monstret mycket béattre an
linjen som tagits fram utan transformation

® Med hjélp av transformationer har vi sa lyckats fanga ett icke-linjart samband med hjilp
av enkel linjar regression!
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Tukeys cirkel — att valja transformation



Val av transformation

e [ vart exempel transformerade vi y till \/y och x till log(x) utan nirmare eftertanke
e Men: Hur ska vi veta vilken typ av transformationer vi bér anvinda i andra fall? . . .

e Till viss del handlar det om att prova sig fram, och testa olika transformationer tills
nagon ger ett relativt linjart samband

® Vi behéver dock inte prova i blindo, utan vissa specifika transformationer har visat sig
passa specifika typer av samband

® Den matematiskt bevandrade kanske vet att logaritmen linjariserar
exponentialfunktionen, till exempel

® Tukeys cirkel hjélper oss att identifiera transformationer som kan vara vettiga, baserat
pa monstret i vart spridningsdiagram
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Val av transformation

® Om vart spridningsdiagram ser ut som i bilden nedan kan vi testa att
® Transformera y till /7 eller till log(y)
® Transformera z till /7 eller till log(z)

logy

15



Val av transformation

® Om vart spridningsdiagram ser ut som i bilden nedan kan vi testa att
® Transformera y till |/y eller till log(y)

e Transformera z till 22

logy
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Val av transformation

® Om vart spridningsdiagram ser ut som i bilden nedan kan vi testa att
® Transformera y till 32

® Transformera z till \/z eller till log(z)
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Transformationer - att valja transformationer

® Om vart spridningsdiagram ser ut som i bilden nedan kan vi testa att
® Transformera y till 32

e Transformera z till 22
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Val av transformation

e Sammantaget bildar de fyra bilderna en cirkel

Y yz
Y Yy
N ; N

logy g logy
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Tukeys cirkel ' ‘%ﬁﬂ%ﬁ%?

® Tukeys cirkel beskriver i kompakt form transformationer som kan vara lampliga
® Varje fjardedel av cirkeln representerar ett visst icke-linjart monster

® Pilarna uppat och nedat indikerar vilket “hall vi bor rora oss” pa skalan till vinster nar vi
transformerar, om vi utgar fran y och x
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Exempel med Tukeys cirkel 295°¢ University
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Multipel linjar regression
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Multipel linjar regression :  University

e Hittills har vi pratat om enkel linjar regression dar modellen innehaller en férklarande
variabel, dvs
@ = bo + blx

® Vi kan dock tanka oss situationer dér flera variabler variabler ar relevanta

® Om y = manadslon, ar det t.ex. rimligt att bade utbildningsniva och arbetslivserfarenhet
forklarar y

® Om y = skord fran en jordgubbsplanta, kan bade temperatur och naringsniva i jorden vara
rimliga x

® En regressionsmodell med flera forklarande variabler kallas for en multipel linjar
regressionsmodell
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Multipel linjar regression University

En multipel linjir regressionsmodell med tva forklaringsvariabler skrivs som

Y =by+byzy + byzy

I detta fall &r x; och x4 tva olika forklaringsvariabler

Vi kan t.ex. ha

jordgubsskord = by + b, - lufttemperatur +b, - néringsniva
— o
Y zy T

I allménhet skriver vi en modell med k variabler som

@ == bo + bll‘l + b2$2 —+ ...+ bkxk)

24
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Multipel linjar regression University

® [ vart exempel med bilar har vi hittills forklarat bensinférbruningen med bilens vikt

¢ Vi har dock fler variabler i vart dataset, bland annat variabeln motorstyka (métt i antal
héstkrafter)

® Det visar sig att modellen blir battre om vi anvinder motorstyrkan som en ytterligare
forklaringsvariabel i modellen

® Var nya modell blir

litermil = by + by - vikt 4 by - héstkrafter

25



Multipel linjar regression i R

® Vi kan anvénda R for att hitta modellens koefficienter, dvs b, b; och by

® Vi ldgger till flera forklarande variabler m.h.a. plustecknet

lmod_cars <- 1lm(litermil ~ viktton + hp, data = mtcars)
1lmod_cars$coefficients

(Intercept) viktton hp

0.149155845 0.598453723 0.001769319

® Med lite avrundning far vi

litermil = 0.149 + 0.598 - vikt -+ 0.00177 - histkrafter

® Not: I mtcars har jag riknat om mpg och wt till skalorna liter/mil och kg
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Berakning av koefficienter

® For enkel linjér regression visade vi formler fér berdkning av b, och b,

® For multipel linjar regression dr formlerna betydligt mer komplicerade, och ingar dérfor
inte i1 denna kurs

® Vi foljer dock samma princip som innan, och véljer de koefficienter som minimerar

n
Z e, dir e€? = (y; — §)? star for en kvadrerad residual
i=1

® Vi viljer alltsa koefficienterna som ger den “bésta” modellen, i meningen att den
minimerar summan av de kvadrerade residualerna

27



Generellt antal forklaringsvariabler

® Det finns fa4 begransningar i antalet forklaringsvariabler som vi kan ha med i en modell,
men det krévs att

® Vi behover ocksa ha fler datapunkter/observationer dn variabler

® Vi har en dator som ar stark nog att klara av stora data (sillan ett problem for linjar
regression)

® Vi sag tidigare att vi kan formulera den generella modellen

g = bO + blxl + bQ.TQ + ..+ bk‘xk}

® Modellen ovan bygger pa k stycken forklaringsvariabler, och enligt villkoret behéver vi
alltid ha att k <n

® Stora modeller ar relativt vanliga i praktiken, t.ex. ndr man vill analysera ett samband
mellan tva specifika variabler, men ta hdnsyn till andra variabler som &r relevanta
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Val av forklaringsvariabler

® Vi hivdade tidigare att den enkla modellen fran F7 blir béittre néir vi lagger till
hastkrafter som forklarande variabel

® Vad menar vi med detta, och kan vi verifiera att det stimmer?

e Ett enkelt sitt ar att jamfora R? fran modellerna — vi vet att modellen med storst R2
forklarar storst andel av variationen i responsvariabeln

® Pi forra foreldsningen sag vi att R? blev 0.7919 niir vi anviinde vikt som enda
forklaringsvariabel

® Vi kan nu berikna R? for den utékade modellen, och se vad som héinder nir vi ligger till
hastkrafter

29
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Val av forklaringsvariabler 295°¢ University

® Vi ser att R? = 0.8471, och att modellen med tv4 variabler ser ut att vara béttre

summary (1mod_cars)

Call:
Im(formula = litermil ~ viktton + hp, data = mtcars)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.39906 -0.11734 0.01813 0.09469 0.33636

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.1491558 0.0968400 1.540 0.13435

viktton 0.5984537 0.0844168  7.089 8.45e-08 *x*x
hp 0.0017693 0.0005469  3.235 0.00303 *x*
Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.1571 on 29 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8471, Adjusted R-squared: 0.8365
F-statistic: 80.33 on 2 and 29 DF, p-value: 1.494e-12



f)
Kommentar om R“

® Vi bor dock ta resultatet ovan med en nypa salt, dd R? alltid blir stérre nir vi ligger till
ytterligare variabler

® Detta giller &ven om det helt saknas samband mellan den nya férklaringsvariabeln
och responsvariabeln (6kningen kan ibland vara véldigt liten)

e Eftersom R? blir stérre oavsett vilken variabel vi ligger till, betyder storre R? inte
noédvéndigtvis att modellen blir béttre

® Som alternativ kan vi anviinda ett justerat R? (adjusted R-squared)

e Rgdj ar ett matt som okar med R?, men som samtidigt minskar med antalet
forklaringsvariabler

o RR2

adi minskar sa om den nya variabeln inte tillfér tillrdckligt mycket information

31



Definition av R2 Stockholm

ad] University

e Justerat R? beridknas med formeln

(I=R)(n—1) _  SSE/(n—k-1)
ad] n—k—1  SST/(n—1)

® Har ar n antalet observationer i vara data, och k antalet férklaringsvariabler i var modell

® Formeln dr inte sarskilt intuitiv, men i allmédnhet géiller som tidigare att storre Bidi
indikerar en battre modell
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Val av forklaringsvariabler med R 295°¢ University

® Vi kan nu anvinda Ridj for att jamfora vara modeller
® Den ursprungliga modellen anvénder bara vikt som férklaringsvariabel
® Den nya modellen anvinder &ven histkrafter

® Vi borjar med att rdkna ut Ridj fér den mindre modellen

lmod_carsl <- Im(litermil ~ viktton, data=mtcars)
summary_1 <- summary(lmod_carsl)

summary_1%$adj.r.squared
[1] 0.7849726

33
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Val av forklaringsvariabler med R

® Nu undersoker vi vad vi far for resultat nér vi lagger till variabeln hdstkrafter

lmod_cars2 <- Im(litermil ~ viktton + hp, data=mtcars)
summary_2 <- summary(lmod_cars2)

summary_2%adj.r.squared
[1] 0.8365429

® Vi har alltsa

Bara vikt  Vikt och hp

RZy; 0.79 0.84

® Vi ser att Ridj stiger nar vi lagger till hastkrafter, vilket indikerar att den nya variabeln
tillfor vardefull information som gér modellen béttre

34



Tolkning av koe

Vi har redan visat hur vi tolkar koefficienter i en enkel regressionsmodell

Tolkningarna foréndras inte jattemycket nér vi lagger till fler variabler, men det finns en
viktig skillnad att bdra med sig

Enkel linjir regression: ¢ (det skattade virdet pa y) 6kar med b; enheter di x okar
med en enhet

Multipel linjdr regression: y 6kar med b; enheter dd z; 6kar med en enhet, givet att
ovriga forklaringsvariabler halls konstanta

Den sista delen av tolkningen kravs for att tolkningen ska vara korrekt

Om vi dndrar flera variabler samtidigt kan deras effekter pa g forstiarka eller ta ut
varandra, och tolkningen av ett enskilt b; blir dd skev

Om b, &r negativt fir vi en “negativ 6kning” i § néir b; kar — med andra ord far vi en
minskning i g

35
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Tolkning av koe 295°¢ University

® Vi har foljande koeflicienter i var multipla regressionsmodell

1lmod_cars$coefficients
(Intercept) viktton hp
0.149155845 0.598453723 0.001769319

® Tolkning av b; (viktton):

® Vi har tva bilar med samma antal hdstkrafter, men den ena viger ett ton mer &n den
andra

® Modellen uppskattar da att den tyngre bilen forbrukar ~ 0.598 liter per mil mer an
den tyngre bilen

® Tolkning av b, (hp):

® Vi har tva bilar som vdger exakt lika mycket, men den ena bilen har 1 histkraft mer dn
den andra

® Modellen uppskattar att bilen med fler hastkrafter forbrukar 0.00177 liter mer per mil

36



Tolkning av koeffi , . trcl)lc\:rlgl}glltr)lrl

® Lat oss titta pa ett nytt datamaterial, som vi kan anvdnda for att undersoka sambandet
mellan sparande, inkomst och boendekostnad

® Vi &r intresserade av att skatta hur mycket individerna i vara data sparar arligen, givet
deras inkomst och deras boendekostnader

® Vi borjar med att skatta en enkel linjar regressionsmodell dar boendekostnad dr ensam
forklaringsvariabel

40000 80000 14000C

Sparande per &r (SEK)

0

T T T T T T T
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

Boendekostnad par ar (SEK)
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Tolkning av koe

® Vi skriver modellen som nedan, och berdknar dess koefficienter i R

sparﬁde = by + by - boendekostnad

lm(sparande ~ boendekostnad)$coefficients
(Intercept) boendekostnad
8206.3659478 0.3750134

® Efter avrundning kan vi &ven skriva ut modellen som

sparande = 8.206 + 0.375 - boendekostnad

® Tolkning av b;: For varje extra krona i bostadskostnad (per ar), okar var
uppskattning av sparandet med 0.375 kronor (per ar)

® Ytterligare analys: Om person A har en boendekostnad som &r 10 000 kronor
hogre dn person B, sa uppskattar vi att person A sparar &~ 3 750 kronor mer per ar
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Tolkning av koe

® Vi lagger nu till variabeln inkomst, och far en ny modell

Im(sparande ~ boendekostnad + inkomst)$coefficients
(Intercept) boendekostnad inkomst
-71.74833135 -0.08899729 0.19553001

sparande = —71.7—0.089 - boendekostnad + 0.196 - inkomst
® Tolkning av b;: For varje extra krona i (arlig) boendekostnad uppskattar modellen
att en person sparar 0.089 kronor mindre per ar, givet att inkomsten dar konstant
® | denna modell minskar sparandet niar boendekostnaden okar!

® Nar vi bara hade boendekostnad som forklaringsvariabel uppskattade modellen att
sparandet okade med boendekostnaden

® Betyder det att en av modellerna har fel? Vilken av dem i sa fall?

39



Tolkning av koefficienterna

® Bara for att modellerna ser ut att motsiga varandra betyder det inte att de har fel
e Nar vi skattar en modell kan vi se det som att vi “stéller en fraga” till vart datamaterial

® Fragan blir i nagon mening unik for varje modell, och olika modeller svarar déarfor pa
olika fragor

® Detta ar precis vad som hénder i exemplet med sparande — modellerna svarar pa olika
fragor, och ger oss olika information

® Bida svaren ar dock rimliga i sin egen kontext!

40



Tolkning av koe

® Nar vi skattar det forsta modellen stéller vi fragan “hur forhdller sig variablerna
sparande och boendekostnad till varandra?”, och modellen ger svar dérefter

® Modellen tar inte héinsyn till att andra variabler kan paverka sparande

® Kan det vara sa att den som bor dyrare ocksa har stérre inkomst, och darfor kan
spara mer? Det later som en trolig forklaring!

® Nir vi skattar den andra modellen stéller vi fragan “hur forhdller sig sparande och
boendekostnad till varandra, ndr vi dven tar hdansyn till inkomst ?”

® Eor att isolera sambandet mellan sparande och boendekostnad behéver vi vilja en
fast inkomstniva, och se vad som hénder med sparandet nér boendekostnaden ckar

o Alltsa: givet att personens inkomst inte fordndras, s uppskattar modellen att
sparandet kommer minska nar boendekostnaden stiger

® Nir vi viljer modell sa skapar vi en kontext inom vilken modellen maste tolkas —
darfor &r bisatsen givet att dvriga variabler halls konstanta extremt viktig
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Tolkning av koe 295°¢ University

Bada modellerna ger logiska resultat, eftersom de beskriver tva olika scenarier

Modell 1: Vi samlar ihop en grupp helt slumpvis utvalda personer

® Om vi jamfoér de personer som har dyrare bostdder med de personer som har billigare
bostader, sa lar personerna med dyra bostdder ocksa ha hogre inkomster

® Det betyder att de ocksa kan spara mer, trots att de har dyrare boende

Modell 2: Vi samlar ihop en grupp personer dar alla har samma inkomst
® [nom denna grupp jamfor vi dem som bor dyrt med dem som bor billigt

® De som spenderar mindre pa sitt boende har rimligtvis mer pengar 6ver att spara, och
dérfor ar deras sparande troligtvis hogre

e Aven om “olika fragor ger olika svar” ir en helt rimlig devis kan abstraktionen i vara
modeller latt forvilla, och gora modellerna svara att tolka

For att kunna dra korrekta slutsatser &r det dock viktigt att vara noggrann med
tolkningar — det dr darfor bra att diskutera med kursare/kollegor vid osékerhet!
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Tolkning av koefficienterna

I multipel linjér regression séger vi att sambandet mellan y och den enskilda variabeln z;
ar betingat pa ovriga forklaringsvariabler

Jamfoér med betingade proportioner fran F3, dir vi undersckte andelen som drabbades av
prostatacancer givet att de sillan eller aldrig at fisk

Det har understyker d4n en gang att de samband som vi hittar med hjilp av
regressionsanalys inte ar kausala per automatik

Modell 1 visar t.ex. inte att hogre boendekostnader leder till stoérre sparande, utan snarare
att de som har hogre boendekostnader kan spara mer trots de hogre boendekostnaderna
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Tolkning av koe

Vi tittar pa ett exempel till, dir vi skattar skattar huspriser (i dollar)

® Regressionsmodell 1 har antalet sovrum som enda forklaringsvariabel

price = 338.975 + 40.234 - bedroom

® Regressionsmodell 2 inkluderar dven boytan i kvadratfot
price = 308.100 + 135 - living area — 43.347 - bedroom

® Koeflicienten for antalet sovrum har gatt fran positiv till negativ
® Vilka mdjliga forklaringar kan man ténka sig?

® Hur ska de tva olika modellerna tolkas?
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Tolkning av koe

® Enligt den forsta regressionsmodellen kostar hus med manga sovrum mer &n hus
med fa sovrum — rimligt d& hus med manga sovrum boér vara storre

® Enligt den andra modellen kostar hus med méanga sovrum mindre d&n hus med fa
sovrum, givet husets storlek

® Om tva hus ar lika stora uppskattar vi alltsa att det hus som har farre sovrum é&r
dyrare

® Det skulle kunna bero pa att huset med farre sovrum har storre kok, storre
vardagsrum, mer plats for forvaring, osv
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Fler an tva forklaringsvariabler

e Nér vi har fler 4n tva forklaringsvariabler maste vi gora tolkningar givet alla de Ovriga
forklaringsvariablerna

® Vi tittar pd en modell som foérklarar bransleforbrukning med (1) bilens vikt i ton, (2)
antalet hastkrafter (hp) och (3) antalet véxlar (gear)

(Intercept) viktton hp gear
0.352356646 0.540075281 0.001964705 -0.039753798

® Vi ser att koefficienten for antalet viaxlar &r ungefar —0.04, vad betyder detta?

® Om vi har tva bilar med samma vikt och samma antal héstkrafter, dar den enda
skillnaden &r att bil 1 har en vixel mer &n bil 2, sa skattar modellen att bil 2 drar 0.04
liter bensin mindre per mil
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Forutsattningar for multipel linjar regression

® y och alla x, x,, ..., z; maste vara numeriska variabler
® y maste forhélla sig linjart till vardera forklaringsvariabel

® Det bor inte finnas uppenbara outliers, eftersom enstaka outliers kan ha stor
paverkan pa modellens koefficienter

® Residualernas varians bor vara konstant
® Residualerna bor vara normalfordelade

® Residualernas standardavvikelse rdknas ut enligt

_.]_Xe
Se = n—k—1

® Har dr n antalet observationer, och k antalet forklaringsvariabler
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Stockholm

Forutsattningar for multipel linjér regression University

® Vi kan anvinda nedan figurer fér att se om forutsdttningarna &r uppfyllda

® Spridningsdiagrammet till vinster visar att residualerna pa y-axeln inte tycks fordndras med
vara predikterade varden pa x-axeln

® Histogrammet i mitten visar att residualerna ar approximativt normalférdelade

® Normalfoérdelningsgrafen visar &ven den att residualerna &r approximativt normalférdelade

Frequency
z-varden for residualema

184 188 192 196 -20 -10 o 10 20 30 -3 2 -1 0 1 2 3
9 e z-varden teoretisk normaffordelning
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Forutsattningar for multipel linjar regression

® Vi behover inte stélla orimligt hoga krav nir vi bedéomer om en regressionsmodell
uppfyller antagandena

® Sa ldnge en modell ger prediktioner som &r béttre dn y &r modellen anvindbar i rétt
sammanhang

® En statistisk modell behéver inte vara perfekt, utan det viktiga ar att modellens brister
kommuniceras oppet!

® D34 vet den som mottar informationen att modellens resultat bor tolkas med forsiktighet

49



Tack for idag!!
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